11 класс

Общее количество баллов 35.  Решение каждой задачи оценивается Жюри из 7 баллов в соответствии с критериями и методикой оценки, разработанной центральной предметно-методической комиссией:

	Баллы
	Правильность (ошибочность) решения.

	7
	Полное верное решение.

	6-7
	Верное решение, но имеются небольшие недочеты, в целом не влияющие на решение.

	5-6
	Решение в целом верное. Однако решение содержит ошибки, либо пропущены случаи, не влияющие на логику рассуждений. 

	3-4
	Верно рассмотрен один из существенных случаев. 

	2
	Доказаны вспомогательные утверждения, помогающие в решении задачи.

	0-1
	Рассмотрены отдельные случаи при отсутствии правильного решения.

	0
	Решение неверное, продвижения отсутствуют.

	0
	Решение отсутствует.



Указания к оцениванию отдельных задач содержатся в комментариях к решениям.

1. Ответ.   x = π/4 +kπ.
Решение.  ab sin2 x + (a2 + b2) sin x + ab = ab cos2 x + (a2 + b2) cos x + ab, откуда (a2 + b2) (sin x - cos x) + ab (sin2 x - cos2 x) = 0, или (sin x - cos x)(a2 + b2 + ab(sin x + cos x)) = 0. Уравнение распадается на два:  sin x - cos x = 0,  sin x + cos x = - (a2 + b2)/ab.
Первое уравнение имеет решение x = π/4 +kπ, второе уравнение не имеет решений, так как |(a2 + b2)/ab| ≥ 2, а |sin x + cos x| ≤ √2.
Комментарий. Получен верный ответ, но не доказано, что нет других решений – 2 балла.

2. Ответ.  (p, q) = (0, 0), (1, −2), (−1/2, −1/2).
Решение.  Пусть p и q представляют собой два (возможно, совпадающих) корня уравнения x2 + px + q = 0. По теореме Виета pq = q, то есть q = 0 или p = 1; при этом p + q = -p, то есть q = -2p. Получаем пары (p, q): (0, 0), (1, −2).  
Осталось рассмотреть случай, когда  p = q ≠ 0 представляет собой один и тот  же  корень уравнения  x2 + px + q = 0. Второй корень, очевидно, равен 1. Из уравнения 1 + p = - p  находим p = −1/2; получаем пару (p, q): (−1/2, −1/2).  
Комментарий. При потере решения (−1/2, −1/2) снимать 3 балла.

3. 
Ответ.  

Решение.  Первое слагаемое может принимать значения от 1 до 2010; если оно равно 1, то второе слагаемое может принимать значения от 1 до 2010 (2010 способов), если первое слагаемое равно 2, то второе слагаемое может принимать значения от 1 до 2009 (2009 способов), и т.д. Общее число способов равно сумме 2010 +2009 + 2008 + … + 2 + 1 =  
Комментарий.  В решении может быть использовано число сочетаний (C22011), в этом случае должно быть обосновано применение этой формулы. За арифметические ошибки при верном способе подсчета снимать 2–3 балла.
4. 
Ответ.  Плоскость должна проходить через середину любого ребра, скрещивающегося с диагональю, S  = 
Решение.  Не ограничивая общности, можно считать, что секущая плоскость пересекается с ребром куба EC; в сечении получается параллелограмм AMBN.
[image: ]




Его площадь равна |AB|∙|MK|, где  MK – перпендикуляр, опущенный из точки M на диагональ AB, значит, площадь будет наименьшей при наименьшем значении |MK|. Среди отрезков, соединяющих точки скрещивающихся прямых EC  и AB, наименьшую длину имеет отрезок, перпендикулярный к каждой из прямых (общий перпендикуляр). Докажем, что им является отрезок OP, соединяющий середину P стороны CE с серединой O диагонали AB.  По построению AO = OB, треугольник APB – равнобедренный, следовательно, медиана OP является высотой иТреугольник EOC также  равнобедренный, и OP – его медиана, поэтому  Длина OP  равна    Наименьшая площадь равна S = |AB|∙|PO| =  
Комментарий.  Если решение не доведено до конца, за доказательство полезных вспомогательных утверждений – 1–3 балла.

5. Ответ.   Не могут.
Решение.  Занумеруем яблони по часовой стрелке числами от 1 до 20. Обозначим количество шмелей на k -й яблоне в какой-нибудь момент времени через ak (на первой яблоне – a1 , на второй – a2 и т.д.). Рассмотрим выражение 
S = 1∙a1 + 2∙a2  + … + k∙ak + ... + 20∙a20.
Покажем, что когда два шмеля перелетают на соседние яблони в противоположных направлениях, то S либо не меняется, либо меняется на 20. Действительно, пусть какой-то один шмель перелетает с i-ой яблони на (i + 1)-ю, тогда в сумме S меняются два слагаемых. Если i ≤ 19, то слагаемые i∙ai + (i + 1)∙ai+1 заменяются на i∙(ai - 1) + (i + 1)∙(ai+1+1) = i∙ai  + (i + 1)∙ai+1 + 1, то есть сумма увеличивается на 1.  Если i = 20, то меняются 20-е и первое слагаемые, а их прежняя сумма  20∙a20+ a1 становится равной 20∙(a20-1) + 1∙(a1+1) = 20∙a20+ a1 - (20 - 1), то есть уменьшается на 19. По условию одновременно другой шмель перелетает с j-ой яблони на (j - l)-ю. Аналогично при этом изменяются два слагаемых и сумма или уменьшается на 1, или увеличивается на 19. Поэтому, когда два шмеля одновременно перелетают на соседние яблони (один по часовой стрелке, другой – против), то сумма S  может измениться на (+1-1) или на (+1 +19) или на (-19 -1) или на (-19 +19), то есть или не меняется, или меняется на 20. Это означает, что остаток от деления S на 20 не меняется. В начальный момент времени на каждой яблоне сидит шмель, следовательно, S0 = 1·1 + 2·1 +... + 20·1=1 + 2 + ... 20 = (20∙(20 + 1))/2 = 210. Число 210 имеет остаток 10 от деления на 20, такой же остаток будет иметь S  в любой момент времени. Но если все шмели соберутся на одной яблоне (пусть ее номер будет m), то  S = m∙20,  остаток от деления S на 20 равен 0, что невозможно.
Комментарий.  Ответ без обоснования – 0 баллов. 
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